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MATHEMATICS 
HINREICHENDE BEDINGUNGEN FUR ANALYTISCHE, 
HARMONISCHE UND SUBHARMONISCHE FUNKTIONEN. VI 
VON 
L. R. J. WESTERMANN 
(Communicated by Prof. J. RIDDER at the meeting of September 29, 1962) 
In diesem Teil wird Satz D bewiesen. V oran gehen einige Definitionen 
und ein Lemma. 
§ 26. Definition. Ein in den Punkten eines Bereiches B von 
R<2l (xOy positiv orientiertes rechtwinkliges Koordinatensystem) defi-
_, 
nierter Vektor ~(x, y) hat in (xo, yo) E B die Eigenschaft K, falls: eX. in 
(x0, yo) drei Jordanbogen JJ(Xo, yo) zusammentreffen, deren jeder verlauft 
in einem von drei bis auf den Mittelpunkt (xo, yo) paarweise fremden, 
abgeschlossenen und in B liegenden Kreissektoren von gleichem Radius, 
und mit: J1(x0 , yo) - [ x = <p1(t), y = 1pj(t) mit <pJ und 'lfJJ stetig in [0, 1 ], 
Xo=<p1(0), y0 =1p1(0), und (<p1(1), 1p1(1)) auf dem zugehi:irigen Kreisbogen] 
(j = 1, 2, 3); {3. lim sup I~(~( y)-~(xo,t)l endlich ist [j = 1, 2, 3; 
(:>:.vl->(x,.v,l X, y; Xo, Yo 
(:>:,1/)EJ;(:>:o,Yol 
o(x, y; Xo, yo) V{(x-xo)2 + (y-yo)2}]. 
Wir wenden die nachfolgenden Bezeichnungen an. 
O(x, y; r) ist die abgeschlossene Kreisscheibe mit Mittelpunkt (x, y) 
und Radius r. 
{cX1 <nl, cX2 (n), cX3 <nl} (n= 1, 2, 3, ... ) sind alle Tripel von rationalen Zahlen 
mit 0 ;:£; cXl (n) < cX2(n) < cX3(n) < 2n. 
Zu jedem Tripel {cX1 (n), cX2<nl, cX3 (n)} und jeder natiirlichen Zahl m 
gehi:iren drei Mengen w1[(x, y); m, n] von Punkten (x+e cos eX, y+e sin eX) 
mit O<g;:£;1/m, cX1<nl-1fm<cX<cX1<nl+1/m (j=l, 2, 3); wir beschranken 
uns auf solche Paare (m, n), fur die zwei abgeschlossene Hullen WJ[(x,y) ;m,n] 
immer nur den Punkt (x, y) gemein haben. 
3 
~ w1[(x, y); m, n] wird dann die Vereinigung der drei (nicht leeren) 
i~l 
abgeschlossenen Kreissektoren sein, deren Komplement in bezug auf 
3 
O(x, y; 1/m) mit ~ w1[(x, y); m, n] zusammenfallt. Bei positiver Um-
i~l 
drehung urn (x, y) sollen w 1, WI, w 2, w2, w3, W3 nacheinander durchlaufen 
werden; (x, y) gehi:irt zu jeder Menge w1[(x, y); m, n]. 
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Zu dem Rande von w1[(x, y); m, n] gehoren zwei Radien aJ[(x,y) ;m,n], 
b1[(x, y); m, n], wobei bei positiver Umdrehung urn (x, y) ai[(x,y) ;m,n] 
nach Uberstreichung von w1[(x, y); m, n] mit b1[(x, y); rn, n] zusammen-
fallt. 
Bei Beschrankung auf die oben angegebenen Paare (m, n) haben wir die 
~ 
Definition: In den Punkten eines Bereiches B ist ein Vektor QS(x, y) 
definiert. T(ll; m, n) ist ein System von Jordanbogen, welches einer in B 
liegenden perfekten Menge ll und einem Zahlenpaar (m, n), mit kor-
respondierender Menge F m,n C ll, zugeordnet ist, mit: l o Abstand von ll 
zum Rande 0 von B groBer als 1/m; 2° Fm,n ii.berall dicht in ll, und 
mit folgenden Eigenschaften fur die Jordanbogen: 3° fur jeden Punkt 
(x, y) E F m,n gibt es drei zugehorige Bogen J1(x, y) (j = l, 2, 3); dabei 
verlauft J1(x, y) (definiert wie in der ersten Definition) im abgeschlossenen 
Kreissektor w1[(x,y);m,n] (definiert wie oben); 4° aus (x,y)EFm,n, 
~ ~ 
(x', y') E J 1(x, y) folgt fiir die Vektoren QS(x, y) und Q3(x', y'): 
__,. 
I Q3(x', y')- QS(x, Y) I ::;;: m . . 60) 
b(x', y'; x, y) -
Lemma l. In den Punkten eines beschrankten abgeschlossenen 
Bereiches B (von R<2>) mit Rand 0 sei, bei xOy positiv orientiertes recht-
~ 
winkliges Koordinatensystem, QS(x, y) ein Vektor mit stetigen Kompo-
nenten ~(x, y), :D(x, y) parallel zur x- bzw. y-Achse. F sei eine perfekte 
Menge mit F ~ B, F · B i= 0 und F · 0 von erster Kategorie in F; und 
00 
E = ~ E<P>, wobei jede Menge E<P> abgeschlossen in B. In jedem Punkte 
p~I 
(x, y) E B ·F-E soil QS(x, y) die Eigenschaft K haben. 
Dann gibt es entweder ein System T (ll; m0, no), wobei ll ein Stuck 18) 
von F, mitll = (u·F), Segment u C B undDiametervon ii< l/2m0 ·sin2/mo, 
und der zu (mo, no) korrespondierenden Menge Fm.,n. C ll, oder es gibt 
ein in B enthaltenes Stuck ll von F, welches zu einer der Mengen E<P> 
gehOrt. 
Beweis. Der Punkt (x, y) EB·F-E wird Element der Menge Hm,n 
sein (bei (m, n) ein zugelassenes Zahlenpaar), falls: a) Abstand von 
(x, y) und 0> 2/m ist; b) in jedem zu (x, y) gehorenden Kreissektor 
w1[(x, y); m, n] (j = l, 2 oder 3) ein Jordanbogen J1(x, y) der in der ersten 
Def. angegebenen Art verlauft; c) fiir jeden Punkt (x',y') EJJ(x,y), i= (x,y} 
~ I Q3(x'' y') - QS(x, y) I < 60) 
'----:o-:-7----:---.,...-;;---'_m b(x', y'; x, y) -
ist. 
60) Aus (x', y') E Jj(X, y) c Wj[(x, y); m,. n] folgt o(x', y'; x, y) ~ lfm. 
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Nun ist 
00 
F= F·O+ _L Hm,n+ _L F·E<P>, somit 
(m,n) p=l oo 
auch F = F·O + _L H 1n,n + _L F·E<P>. 
(m,n) 2)=1 
Nach dem Satze von Baire 18) gibt es ein in B liegendes Stiick von F, 
entweder gehorend zu einem festen E(2',>, oder zu einer :Menge limo, no bei 
bestimmten natiirlichen Zahlen mo, no. Im ersten Fall laBt sich das zu 
E(l),> gehorende Stuck als das Stuck II im Lemma nehmen. 
Im zweiten Fall gibt es ein Segment u C B, das innere Punkte mit F 
gemein hat, mit u·F ~ Hmo,no· Als Stuck II ist in diesem Fall (u·F), als 
mit (mo, no) korrespondierende Menge Fm0 ,n0 die 1\Ienge Hmo,no · u zu 
betrachten. Bei dieser Wahl sind die Bedingungen 1°, 2°, 3°, 4° aus der 
:Definition des Systems T(II; mo, no) erfullt. 
Selbstverstandlich ist der Diameter von u genugend klein zu wahlen, 
wie im Lemma angegeben. 
§ 27. Definition. f(x, y) sei definiert in einer Umgebung von (x,y). 
Eine Folge {(xn,Yn)} von Punkten dieser Umgebung konvergiere gegen (x,y), 
~ 
wobei dann auBerdem ein Grenzwert lim [Ox, (x, y), (xn, Yn)] = tx 61) 
n-+oo 
existiere. Eine derartige Punktfolge deuten wir durch ~[tx(x, y)] an. 
Gibt es nun einen Grenzwert lim f(~t' Yn)- f(x, r), so definiere dieser 
n-+oo u Xn, y,.; X, y 
die zu ~[tx(x, y)] gehorende partielle Ableitung von f(x, y) in (x, y), 
Dg:[o:to:, 11>1 f(x, y). 
Sat z D. Der beschriinkte abgeschlossene Bereich B (in R<2>) sei von 
endlich vielen rektifizierbaren paarweise fremden Jordan-Kurven 01, ... , Om 
berandet (0 positiv orientierter Gesamtrand); xOy sei positiv orientiert und 
rechtwinklig. 
V(x, y) sei ein in B definierter Vektor, mit stetigen Komponenten P(x, y), 
...... 
Q(x, y) parallel zur x- bzw. y-Achse; ~(x, y) sei der adjungierte Vektor mit 
Komponenten $(x, y) = Q(x, y) und O(x, y) = - P(x, y) parallel zur x- bzw. 
y-Achse. 
Vorausgesetzt wird: 
__,. 
1 o ~(x, y) hat in jedem Punkt (x, y) E B-E, wobei E C B und abziihlbar, 
die Eigenschaft K 62) ; 
I 
&L) [Ox, (x, y), (x,., y,.)] ist der mittels positiver Drehrmg gemessene Winkel 
von positiver x-Achse rmd der von (x, y) nach (x,, y,.) gerichteten Strecke 
(x, y), (xn, y .. ). Es ist zugelassen, dai3 die Folge der [Ox, (x, y), (xn, y,.)] sich in 
zwei Teilfolgen zerlegen lii.J3t, welche bzw. gegen IX= 0 rmd IX= 2:n: konvergieren. 
62) In jedem Prmkt (x, y), in welchem ~(x, y) die Eigenschaft K hat, lassen 
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2° a us 1 o folgt fur jeden Punkt (x, y) E B-E die Existenz von Punkt-
folgen g.[,x(x, y)] und g.[j)(x, y)] mit 0 ~<X< 2n; 0 <f)- <X <n, nnd z~tgehorigen 
endlichen partiellen Ableitnngen Dma(x.vll ~' D'iJ[f3(x,vll ~' D)j[cx(x,vll D und 
Dmf3(x.vJJ D; nnn soll es moglich sein die P~tnktfolgen g.[,x(x, y)] und 
g. [j)(x, y)] in fast allen Punkten von B-E derartig z~t wahlen, daf3 bei einer 
uber B Lebesgue-integrierbaren Fnnktion f(x, y) in diesen Punkten 
_,. 
( f(x, y) ~die Komponente von ?!lh(x, y) parallel zur <X(x, y)-Achse + 
(79) ~ _,. 
~ +die Komponente von ~z(x, y) parallel zur j)(x, y)-Achse 
_,. 
ist, wo ~1(x, y) die Komponenten D'iJra(x.vJJ ~ und Dfrro.(x.vll D, und ~z(x, y) 
die Komponenten Dmf3(x,vll ~ und Dmf3(x.vll D parallel zur x- bzw. y-Achse 
hat 63); 
3° ist 0 die (ofjene) Teilmenge von B, deren jeder Punkt (x, y) eine in 
B liegende Umgebung .Q(x, y) hat mit 
~ S fr f(x, y)da ~ SRw Pdx + Qdy, bei jedem Segment 1 C .Q(x, y), R(I) (80) · · . . R d I pos~tw onent~erter an von , 
so nimmt, bei jedem Punkt (xo, yo) E B -0, die in x und y stetige Funktion 
-+ _,. 
11!3(;( y) -1!3(xo, t) I in jedem k-fach zusammenhangenden, abgeschlossenen 
x, y; xo, Yo 
Teilbereich 15 von O(k= 1, 2, 3, ... ) ihren Maximalwert in einem Randpunkt 
von Dan. 
N~tn ist 
SSB f(x, y)da ~So Pdx+Qdy. 
Satz D ist eine unmittelbare Folge des allgemeinen Theorems mit 
Bemerkung (Teil II, § 8) und des nachfolgenden Hilfssatzes 10. 
Hilfssatz 10. Unter den Bedingungen von Satz D ist fiir jedes in B 
liegende Segment 1, mit positiv orientiertem Rand R(I), 
S SI f(x, y)da ~ SRm Pdx + Qdy. 
sich wenigstens drei Punktfolgen ~[cx;(x, y)] (j = 1, 2, 3), mit voneinander ver-
schiedenen ex; und zugehorigen endlichen Dma;(x,vll ~. DB'C<>;(x,vll 0, angeben. 
63 ) Mit Teil I, § 1, Forme! (4) folgt, da13 (79) sich auch :;;chreiben la13t: l f(x, Y) ~ sin [f3(x, y~-cx(x, y)] • {[Djj[cx(x.vll ~(x, y) ·sin f3(x, y) -(79bis) ~[J[a(x.vll O(x, y) • cos f3(x, y)] + [- D'iJ[f3(x,y)] ~(x, y) • 
sm cx(x, y) + D'iJ[f3(x,y)J O(x, y) • cos cx(x, y)]} """w(x, y). 
_,. 
Ist in (xo, yo) E B der Vektor ~(x, y) total-differenzierbar, so ist 
( ) d . ;( ) o~(xo, yo) -L oO(xo, yo) w Xo, yo = IV ;Q Xo, Yo = OX I oy • 
Vergl. Teil I, §§ I u. 2. 
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Zum Beweise dieses Hilfssatzes sind neben Lemma 1 ( § 26) noch drei 
weitere Lemmata anzuwenden. 
Den Beweis fiihren wir indirekt. Wir setzen so mit unter den Bedingungen 
von Satz D die Existenz eines Segmentes 1 C B voraus mit 
(81) Hr f(x, y)da > sl/,(1) Pdx + Qdy. 
Dann ist die Menge S der Punkte von B, in deren jeder Umgebung 
Segmente liegen, fiir die (81) gilt, nicht leer; S ist sogar perfekt in B. 
U sei ein Segment in B, das im Innern Punkte von S enthalt; man nehme 
F = (U.S). In den Punkten von F-E sind wegen Voraussetzung 1° fiir 
den Vektor ~(x, y) die Annahmen von Lemma 1 erfiillt. Daraus folgt 
in diesem Spezialfall die Existenz eines Systems T(II; mo, no), wobei II 
ein Stuck von F, mit II= ( u · F), Segment u C B und Diameter von 
u< 1/2mo·sin 2/mo, und mit der zu (mo, no) korrespondierenden ~Ienge 
Fm0,n0 C II. 
In den nun folgenden Betrachtungen tiber die Lemmata 2, 3, 4 sollen S, 
U und das System T(II; mo, no) sein wie eben angegeben. 
§ 28. Lemma 2. Diejenigen Punkte (x, y) von II, zu deren jedem 
es in jedem Winkelraum mit Scheitel (x, y) eine gegen (x, y) konvergierende 
Folge von Punkten (xn, Yn) E II gibt, bilden eine Menge II', welche in II 
von zweiter Kategorie ist. 
Beweis 64). Nehmen wir an, II' sei auf II von erster Kategorie. 
f{Jp (p = 1, 2, ... ) seien die rationalen Zahlen mit 0 ~ f{Jp < 2n, und 
W[(x, y); p, q] (p, q natiirliche Zahlen, wobei q~mo) der Kreissektor, 
dessen Punkte (x+e cos cp, y+e sin cp) den Bedingungen O<e< 1/q, 
f{Jp-1fq<rp<rpp+ 1/q geniigen. 
Ist Hp,q die (abgeschlossene) Menge der Punkte (x, y) E II mit II· 
· W[(x, y); p, q] = 0, so laBt sich schreiben 
II= ~ Hp,q +II'. 
(p,q) 
Nach dem Satze von Baire 18) existiert dann ein Stiick II* von II, bestimmt 
durch ein Intervall i, II*=(II·i), das Teilmenge einer festen Menge 
Hp*,q* ist. 
Geht W<s>[(x, y); p, q] durch Spiegelung in (x, y) aus W[(x, y); p, q] 
hervor, so folgt aus (x, y) E II*~ Hp*,q* nicht nur 
(82) II*· W[(x, y); p*, q*]=O, sondern auch II*· W<s>[(x, y); p*, q*]=O. 
Drehung um 0 fiihrt x- und y-Achse tiber in ~- bzw. 17-Achse, wobei 
die positive 17-Achse parallel zu den Winkelhalbierenden der Sektoren 
W[(x, y); p*, q*] sein soli. Es gibt nun ein Segment i' in bezug auf ~01] 
64) Vergleiche den Beweis eines Hilfssatzes ii.ber im allgemeinen nicht analytische 
Funktionen in [19], S. 187, 188. 
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(also mit Seiten parallel zur ~- und n-Achse), das in i enthalten ist, 
Diameter< 1/q* hat, und mit i' ·II* i= 0. Die orthohonale Projektion von 
f.IJ* auf die ~-Achse liefert eine abgeschlossene Menge lit;* auf dieser 
Achse mit den extremen Punkten ~1, ~2· Nehmen wir ~1 <~2 an (~1=~2 
ist unmoglich wegen (82), Diameter von i: < 1/q* und II* perfekt). Aus 
~' E II/ folgt, mit (82) und Diameter von i' < 1/q*, daB es einen und nur 
einen Punkt (e, n') E II*· f gibt; dies liefert auf II;;* eine eindeutige 
Funktion n' = F(~'), welche sich zu einer stetigen, auf [~1, ~2] definierten 
Funktion Fo(~) erweitern laBt, die in den zu II;;* komplementaren Inter-
vallen von [~1, ~2] linear verlauft. Zwischen je zwei Punkten t, l von 
[~1, ~2] ist immer 
I Fo(l) - Fo(t) I ~ t ( n _ ..!..) 
- - g 2 * ' ~- ~ q 
wodurch Fo(~) eine Funktion von beschrankter Variation ist, somit die 
zugehorige Kurve rektifizierbar. Mit dem allgemeinen Theorem (II, § 8) 
folgt dann, daB (81) nicht in willkiirlicher Umgebung der Punkte von 
i' ·II* erfiillt sein kann; i' ·II* muB somit leer sein. Wir erhalten einen 
Widerspruch. 
Bemerkung. Da nach der Definition von T(II; mo, no) Fm.,n. in II 
iiberall dicht liegt, gibt es auch in jedem Winkelraum mit Scheitel 
(x, y) E II' eine gegen (x, y) konvergierende Folge von Punkten von Fmo,no· 
In den nachfolgenden Betrachtungen iiber die Lemmata 3 und 4 
werden die in §§ 26 u. 27 (Ende) eingefiihrten Bezeichnungen WJ[(x, y); 
mo, no], WJ[(x, y); mo, no], a,[(x, y); mo, no] und bJ[(x, y); mo, no] abgekiirzt 
bzw. zu WJ(x, y), WJ(X, y), a1(x, y) und b1(x, y) (j = 1, 2, 3). 
§ 29. Lemma 3. Aus (x1, y1) E II, (x2, y2) E II folgt 
Beweis. Da Fmo,no in lliiberall dicht ist, geniigt der Beweis von (83) 
fiir (x1, Yl) E Fm0 ,n0 ·U und (x2, y2) E Fm0,n0 ·U. 
Die drei Jordanbogen J1(x1, y1) haben von (x1, y1) ausgehend einen 
ersten Schnittpunkt mit dem Rand R(u) von u, wie aus Diameter von 
u < 1J2mo ·sin 2/mo < 1/mo und Radius des J1(x1, YI) enthaltenden Kreis-
sektors w1 = 1 Jm0 hervorgeht; die zugehorigen Teilbogen J1°(x1, y1) zerlegen 
u in drei einfach zusammenhangende Bereiche G1(x1, YI), wobei G,(xi. YI) 
bei positiver Umdrehung um (x1, YI) auf J10(xi. y1) folgen soli (j = 1, 2, 3). 
Bei (x2, y2) E J1°(x1, y1) (j = 1 oder 2 oder 3) folgt (83) mit der Definition 
von T(II; mo, no), 3° und 4° (§ 26). 
Bei (x2, y2) E G1(xl, y1) (worauf wir uns nun im weiteren beschranken 
diirfen) wird der aus den Halbstrahlen a1(x1, y1) und b2(x1, y1) zusammen-
gesetzte Linienzug von aa(x2, y2) und ba(x2, y2) bzw. in (x', y') und (x", y") 
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geschnitten. Es gibt drei Moglichkeiten: 1 o (x', y') liegt auf b2(x1, y1), 
(x", y") auf a1(X1, Yl) (Fig. A); 2° (x', y') und (x", y") liegen auf b2(x1, YI) 
(Fig. B); 3° (x', y') und (x", y") liegen auf a1(x1, y1). 
ad 1°. fiir jeden Punkt (x, y) im Innern oder auf dem Rande von 
Viereck {(x1, y1), (x", y"), (x2, y2), (x', y')} ist, wegen (x1, y1) E u, (x2,y2) E u 
und Diameter von 'tt< 1/2mo·sin 2/mo, 
(84) 
Da (x', y') auf dem Ran de von oder auBerhalb des Bereiches G1(x~, y1) 
liegt, dagegen (x2, y2) im Innern, hat (x', y'), (x2, y2) einen von (x2, y2) 
verschiedenen Punkt (x, y) mit J20(x1, y1) gemein, der langs der Kurve 
J20(x1, y1) am dichtesten bei (x1, YI) liegt; ebenso hat (x", y"), (x2, y2) 
einen von (x2, y2) verschiedenen und langs J1°(x1, YI) am dichtesten bei 
(x1, YI) liegenden Punkt (x, y) mit J1°(x1, y1) gemein. Ja(x2, y2) schneidet 
I (x', y'), (x1, y1) + (x~, y1), (x", y"). Dadurch bilden auch die TeilbOgen 
von J2°(x1, y1) und J1°(x1, y1) bzw. zwischen (x, y), (x1, y1) und zwischen 
(x1, y1), (x, y) eine Kurve, welche von Ja(x2, y2) geschnitten wird, etwa in 
dem Punkte (~, 'YJ). 
Mit Bedingungen 3°, 4° der Definition von T(II; m 0, no) und (84) folgt 
nun: 
65) Denn fiir jeden inneren oder Randpunkt D eines Dreiecks ABO ist 
2AO 
AD + BD ~ AB + BO ~ sin <9:: AOB. 
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~ ~ 
I~(X2, Y2)- ~(Xl, Yl)l ~ 1~(~, r;)- ~(X2, Y2)1 + 1~(~, r;)-~(Xl, Yl)l ~ 
~mo. o(~, r;; X2, Y2) +mo. o(~, 17; Xl, Yl) ~ Jfl. o(x2, Y2; Xl, Yl), 
't M 2mo 
ml 1 = . 2j sm · mo 
ad 2°. (x', y') und (x", y") liegen auf dem Rande von oder auBerhalb 
G1(x1, Yl), dagegen (x2, y2) in G1(x1, y1); somit haben (x', y'), (x2, y2) und 
---, 
(x", y"), (x2, y2) von (x2, y2) verschiedene Punkte (x, y}, bzw. (x, y) mit 
J2°(x1, y1) gemein. Ja(x2, y2) schneidet (x', y'), (x", y"); somit auch 
J2°(x1, Yl) zwischen (x, y) und (x, Y}, etwa in (~, r;). Die Relation (83} 
folgt in derselben Weise wie ad l o. 
ad 3°. Wie ad 2°. 
Lemma 4. Es gibt eine positive Zahl L1 und ein Segment u** C u 
(u wie amEnde von§ 27) 66), so daB 0 C ll** _ (u**·II) und Distanz von 
ll** und Rand R(u)>Ll ist. Nun ist fiir jeden Punkt (xo, yo) Ell** und 
0< o(x', y'; Xo, Yo) ~Ll 
--> ~ 
(85) l~(x', y')- ~(xo, Yo)l < M 
"( , , ) = 5' u x, y ; xo, Yo 
66) Es ist L1 < l/2mo·sin 2/mo zu wahlen. 
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mit Ms eine von der Wahl von (xo, yo) unabhangige positive Konstante. 
Beweis. Wegen der Stetigkeit von ij(x, y) in den Punkten von B 
gibt es eine von der Wahl von (xo, Yo) E II** unabhangige positive Kon-
stante M2 mit 
_,. -
(86) I ~(x, y) - ~(xo, Yo) I _<_ M2, b . .ll( ) A 
.ll( ) ei u x, y; xo, yo = LJ. 
u x, y; xo, Yo 
Da II' iiberall dicht in IIliegt, wird es geniigen (85) fiir (x0, yo) E II** ·II' 
zu beweisen (bei 0<8(x', y'; xo, yo)~LI). Ist dann F(xo, yo; Ll) die offene 
Kreisscheibe mit Mittelpunkt (xo, yo) und Radius Ll, und wahlt man Ms 
jedenfalls ~ M1 und ~ M2, so folgt mit (83) und (86) und der Stetigkeit 
_,. 
von ~(x, y), daB die Relation (85) nur noch abgeleitet zu werden braucht 
(bei weiterer Festlegung von Ms) fiir: 1 o die (inneren) Punkte von 
WJ[(xo, yo); mo, no]· {F(xo, yo; Ll) -II**} (j = l, 2 oder 3); 2° die inneren 
Punkte (x', y') von WJ[(xo, yo); mo, no]- {F(xo, yo; Ll) -II**} (j = 1, 2 oder 3). 
Wir betrachten jedesmal den Fall j = l. 
Fi.,.C 
/ 
; 
I! 
I I 
I 
ad 1°: Bei fest gewahltem (x', y') E WI[(xo, yo); mo, no]- {F(xo, yo; Ll)-
-II**} gibt es eine Umgebung .Q(xo, yo) von (xo, yo) derart daB aus 
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{x, y) E Q(xo, yo) folgt (x', y') E w1[(x, y); mo, no]. Ist ca(xo, yo) die Halbie-
rende des in bezug auf (xo, yo) zu wa[(xo, Yo); mo, no] symmetdschen Sektors 
wa<s>[(xo, yo); mo, no], so gibt es nach Lemma 2 mit Bemerkung in jedem 
Winkelraum mit Scheitel (xo, yo) eine nach (xo, yo) konvergierende Folge 
von Punkten a us F mo, no· Q(xo, yo); somit laBt sich auch eine Folge 
{(xn, Yn)} von derartigen Punkten angeben mit lim (xn, Yn) = (xo, yo) 
~ n~oo 
---, 
und lim [Ox, (xo, yo), (xn, Yn)] = [Ox, ca(xo, yo)] 61) 67). Die JordanbOgen 
n-+oo 
Jr(xn, Yn) und J2(xn, Yn) genommen von ihrem Anfangspunkt (xn, Yn) bis 
zu ihrem ersten Schnittpunkt mit dem Randkreis von F(xo, yo; L1) zerlegen 
F(xo, yo; L1) in zwei einfach zusammenhangende Bereiche, D1'(xn, Yn) und 
D1"(xn, Yn), welche bzw. (x', y') und (xo, yo) enthalten. 
Fiir jeden Punkt (~,'f)) EJJ(Xn, Yn)·F(xo, yo; L1) (j=1, 2) ist dadurch bei 
geniigend groBem n der Winkel des Dreiecks {(xo, yo), (xn, Yn), (~, n)} mit 
Scheitel in (xn, Yn) groBer als 2/mo (und ~ :n), denn dieser Winkel enthalt 
entweder den Winkel des Sektors wa(Xn, Yn) oder den des Sektors w2(xn, Yn) 
als echten Teil; ist er kleiner als :n/2, so liefert der Sinussatz im Dreieck 
1 b(xn, Yn; ~. 1'}) ~ b(~, 'f); xo, yo)· . 21 , was auch der Fall ist bei recht-sin mo 
oder stumpfwinkligem oder entartetem· Dreieck. Somit ist immer 
) 
b(~, 1'}; Xn, Yn) + b(xn, Yn; Xo, Yo)~ 2b(~, 'f); Xn, Yn) + b(~, 1'}; Xo, Yo)~ 
(87) [ 2 J ~ · 21 + 1 · b(~, 'YJ; xo, Yo). sin mo 
Mit Lemma 3, den Bedingungen 3°, 4° der Definition von T(II; m0, no) 
und (87) folgt nun 
I~(~, 'YJ)- ~(xo, Yo) I ~ I~(~, 'YJ)- ~(Xn, Yn)l + I ~(Xn, Yn)- ~(xo, Yo) I ~ 
~ mo · b(~, 1'}; Xn, Yn) + MI· b(xn, Yn; xo, Yo)~ 
~ M1 · [-. - 22-1 + 1] · b(~, 'f); xo, yo), Sin mo 
.so mit 
Also folgt bei geniigend groBem n aus (83), (86) und (88), daB fiir (x, y) 
auf dem Rande von D1'(xn, Yn) und fiir (x, y) E II**· F(xo, yo; L1) (85) 
erfiillt wird, mit M4 =Maximum von M1, M2, M3 anstatt M 5• Wegen 
~ 
67) [Ox, cs(xo, yo)] ist der in positivem Sinne gemessene Winkel von positiver 
x-Achse nach der Winkelhalbierenden ca(xo, yo), wobei ev. auch der Wert 2:n 
auftreten darf. 
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(x', y') E D1'(xn, Yn) -II** folgt die Existenz eines gr6Bten, (x', y') ent-
haltenden Teilbereiches 01(x', y') von D1'(xn, Yn)-II**, in dessen Rand-
punkten (85) mit M4 anstatt Ms gilt. Nun ist 01(x', y') ~ 0, wobei 0 die 
in Bedingung 3° von Satz D genannte Menge ist. Somit folgt aus dieser 
Bedingung, zusammen mit dem Satz in FuBn. 41, 
J~(x', r') ;- ~(xo, Yo)J ~Max. von J~(x, y)- ij(xo, Yo)J, 
<5(x , y ; xo, Yo) <5(x, y; xo, Yo) 
bei (x, y) E01(x', y')-01(x', y') 
~M4. 
Fiir j = 2 oder 3 ist die Ableitung analog. 
Bemerkung. {85) mit M4 anstatt Ms gilt nunmehr auch fiir alle 
Randpunkte eines WJ[(xo, yo); mo, no]- F(xo, yo; Ll), was ebenfalls so ist fiir 
alle Randpunkte eines WJ[(x,y);mo,no]·F(xo,yo;Ll) bei (x,y)EF(xo,yo;Ll)· 
·II**. 
ad 2°: Beifest gewahltem inneren Punkt (x', y') von WI[(xo, yo) ;mo,no] · 
·{F(xo, yo; Ll)-II**} gibt es eine Umgebung .Q(xo, yo) von (xo, yo) derart 
daB aus {x, y) E .Q(xo, yo) folgt (x', y') innerer Punkt von w1[(x, y); mo, no]. 
Ist d1(xo, yo) die Halbierende von w1[(xo, yo); mo, no], so gibt es, wieder 
nach Lemma 2 mit Bemerkung, in jedem Winkelraum mit Scheitel 
(xo, yo) eine nach (xo, yo) konvergierende Folge von Punkten aus Fmo,no · 
-.Q(xo, yo); somit laBt sich auch eine Folge {(xn, Yn)} von derartigen 
Punkten angeben mit 
---, ~ 
lim (xn, Yn) = (xo, Yo) und lim [Ox, (xo, yo), (xn, Yn)] =[Ox, d1(xo, yo)]. 67 bis) 
Die Radien al(Xn, Yn), und b1(xn, Yn), welche bzw. parallel zu den Radien 
67bis) Es gibt bier eine analoge Bemerknng wie in Fu13n. 67. 
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a1(xo, yo), b1(xo, yo) sind, zerlegen die offene Kreisscheibe F(xo, yo; Ll) in 
zwei einfach zusammenhangende Bereiche, D2 1(Xn, Yn) und D2"(xn, Yn), 
welche bzw. (x 1 , Y1 ) und (xo, yo) enthalten. 
Fiir jeden Punkt {~, r;) E ai(Xn, Yn) · F(xo, yo; Ll) oder E bi(Xn, Yn) · 
· F(xo, yo; Ll) weicht bei geniigend groBem n der Winkel des Dreiecks 
{(xo, yo), (xn, Yn), (~, r;)} mit Scheitel in (xn, Yn) beliebig wenig ab von 
:n;- Offnungswinkel von WI[(xn, Yn); mo, no]/2; die letzte Differenz ist 
groBer als n-![2:n- 3 · 2/mo] = 3/mo. Also ist bei n geniigend groB der 
Winkel des Dreiecks sicher groBer als 2/mo (und < n), wodurch sich dann 
auch hier {87) ableiten laBt. Mit ad 1°, Bemerkung; Lemma 3 und {87) folgt 
I ij(~, r;)- ij(xo, Yo) I ~ I~{~, r;)- ~(Xn, Yn) I + I ~(xn, Yn)- ij(xo, Yo) I ~ 
~ M4·b(~, r;; Xn, Yn)+MI·b(xn, Yn; Xo, Yo)~ 
~ M4 · [ . :I + 1] · b(~, r;; xo, yo), 
s1n mo 
so mit 
Also folgt bei geniigend groBem n aus (83), (86) und (89), daB fiir (x, y) 
auf dem Rande von D21(Xn, Yn) und fiir (x, y) E II**· F(xo, yo; Ll) (85) erfiillt. 
wird mit dem hier gefundenen Ms. Wegen (X 1 , Y1) E D21 (xn, Yn)- II** 
folgt die Existenz eines groBten, (x1 , Y1 ) enthaltenden Teilbereiches 
02(X1 , Y1 ) von D21(Xn, Yn)-II**, in dessen Randpunkten (85) gilt. Nun ist 
02(X1 , y1 ) ~ 0, wobei 0 die in Bedingung 3° von Satz D auftretende Menge 
ist. Somit folgt wieder aus dieser Bedingung, zusammen mit dem Satze 
von FuBn. 41, 
I m(x1 , Y1 )- ij(xo, Yo) I < M I ~(x, y)- ij(xo, Yo) I 
.~~( 1 1 ) = ax. von .~~( ) , 
u x , y ; xo, Yo u x, y; xo, yo 
bei (x, y) E 02(X1 , Y1 ) -02(X1 , Y1 ) 
~Ms. 
Fiir j = 2, 3 ist die Ableitung von (85) analog. 
Bemerkung. Aus Lemma 4 folgt fiir jeden Punkt (xo, y0) Ell** 
I. I ~(x, y)- ij(xo, Yo)! .-- M 1m sup ~ s. 
(lll.!/l-+("'•·llol b(x, y; Xo, Yo) 
§ 30. Nun wollen wir den in den heiden letzten Absatzen von § 27 
angefangenen Beweis von Hilfssatz 10 vollenden. 
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Mit einem bekannten Satze von Stepanoff 68) folgt aus der letzten 
~ 
Bemerkung von § 29, daB 58(x, y) in fast allen Punkten von II** total-
differenzierbar ist, und, wegen Bedingung 2° von Satz D (und von 
Hilfssatz 10) und FuBn. 63, dabei 
(90) ~ a~ an div 58(x, y) = ox + -sy ~ f(x, y) 
ist. 
10 sei ein Intervall mit lo ~ u**, lo·II**=i=O und Diameter von lo<Ll 
(Lemma 4); io- [x1~x~x2; y1~Y~Y2] sei das kleinste (ev. entartete) 
lo·II** enthaltende Segment. Nach Hilfssatz 4 (aus Teil II, § 9) ist dann 
~ 
fiir die Komponenten ~ und Q von 58: 
on lf;;~[Q(x, y2)-0(x, YI)] dx- fS>,·m* oy dai ~ 5Ms·m(Io-II**) 
und 
Addition und Anwendung von (90) liefert 
SR(i,) Pdx+Qdy = SR(i,)-Qdx+~dy ~ ss ••. m*f(x,y)da-10Ms·m(Io-II**). 
Fur die endlich vielen Intervalle, welche samtlich lo -io bilden, gilt (80). 
So mit folgt: 
(91) JR(Iol Pdx+Qdy ~ SJ:;,.m*+li,-i.l f(x, y) da-10Ms·m(lo-II**). 
,u-malige Halbierung der Seiten von 10 liefert (2~<)2 kongruente Teil-
intervalle (lo<n>), fiir deren jedes entweder eine Relation wie (91) oder 
wie (80) gilt, je nachdem Io<n>.II**=i=O oder 10 <n>.II**=0 ist. Addition 
liefert aus diesen Relationen 
(92) (21')' -l JR,I,l Pdx+Qdy ~ SJ.~;;~l; (i0l•l.m*+tlo(nl_,,(nll} f(x, y) da-10Ms ·m[n~: Io<n)- II**]; 
in der letzten Summe C2') deutet das Akzent an, daB nur tiber diejenigen 
l 0 <n> summiert wird, welche Punkte von JJ** im Innern enthalten. 
Jeder Punkt von Io-II** wird fur geniigend groBes ,u auBerhalb 
(21')2 (21')2 
.2' ] 0 <n> liegen, wodurch lim m[ .2' ] 0 <n>J = m(II**). Wegen der Total-
n=I p,---+00 n=l 
stetigkeit des Integrals von f(x, y) folgt dadurch aus (92): 
JR(l.l Pdx + Qdy ~ J J:r. f(x, y) da. 
Eine analoge Relation gilt fiir jedes Teilintervall von 10 • Dies wider-
spricht jedoch lo·II**=/=0. 
6B) Vergleiche Fu13n. 45. Unter Beibehaltung der Stetigkeit von f(x, y) in B 
darf die Behauptung von Fu13n. 45 allgemeiner fiir eine Lebesgue-me13bare Teil-
menge E von B ausgesprochen werden. 
